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一种灵活高效的电磁散射宽角度扫描算法

薛博文，顾思卓，潘小敏，盛新庆
（北京理工大学集成电路与电子学院，北京 100081）

摘 要： 基于骨架结构元（骨元）技术，提出一种灵活高效的电磁散射宽角度扫描算法 . 与已有骨元扫角算法不

同，本文提出的算法对扫描角度抽样没有任何限制 . 算法将所有角度抽样对应的右端项向量空间用一组骨元向量来

表达，通过求解一个超定方程得到任意角度抽样对应的右端项向量 . 对超定方程的求解进行了分析，研究了超定方程

的求解精度与开销问题 . 讨论了超定方程引入对骨元扫角的影响 . 通过超低散射目标和电大复杂目标的雷达散射截

面数值仿真结果，验证了所提算法的精确性和高效性 .
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Wide Angular Sweeping of Electromagnetic Scattering
Based on Skeletonization

XUE Bo-wen，GU Si-zhuo，PAN Xiao-min，SHENG Xin-qing
（School of Integrated Circuits and Eletronics，Beijing Institute of Technology，Beijing 100081，China）

Abstract： Based on previously developed angular sweeping grounding on skeletonization, a flexible and efficient
wide angular sweeping algorithm is proposed. Different from the previous skeletonization-based angular sweeping methods,
the proposed one removes the limitation on how to select the incident samples. Taking the skeleton right-hand sides(RHSs)
as the basis vectors which can uniquely and accurately represent the vector space of the whole RHS space, the RHS of an ar⁃
bitrary incident can be obtained by solving an overdetermined system. The accuracy and the cost of solving the overdeter⁃
mined system is analyzed. The impact of the overdetermined system on the angular sweeping is discussed. Numerical exper⁃
iments are carried out to show the performance of the proposed method to solve the overdetermined system. Radar cross sec⁃
tion(RCS) computations on ultra-low scattering targets and electrically large complex targets validate the performance of
the proposed angular sweeping algorithm.
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1 引言

很多电磁应用［1~11］需要获得目标电磁散射特性在

很宽入射角度范围的变化，对应的电磁仿真矩阵系统

有多个右端项，求解复杂度为 O(N incC1 )，这里 N inc 是矩

阵系统中右端项个数或者说入射波角度抽样个数，C1

为求解一个右端项的开销 . 根据文献［12］讨论的远场

抽样原则，单一维度（θ或 ϕ）上角度抽样个数与目标电

大尺寸成正比［13~15］，全空间角度抽样个数则与目标电

尺寸的平方成正比 . 显然，当所需抽样的角度范围很大

或目标电尺寸很大时，所需抽样的角度就会非常多，也

就是说N inc 会很大，可能导致仿真低效［16］. 除了尽量提

高单个右端项的计算效率以缩小 C1 外，还可减少所需

求解右端项的个数来提高宽角度扫描的效率［16，17］. 减
少所需求解右端项个数的一种方法是构造某种插值模

型，从 N inc 个右端项中选取少数需要逐个求解的右端

项，得到这些右端项的解后，根据所构造的插值模型获

取其他角度抽样上的解 . 这类方法包括MBPE（Model-
Based Parameter Estimation）［18］、AWE（Asymptotic Wave⁃
form Evaluation）［19］、骨架结构元化（skeletonization）技术

等 . 一般来说，基于MBPE和AWE方法缺少严格控制

精度的方案 . 与此不同，基于骨架结构元（骨元）的扫角
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技术精度可控 . 减少所需求解右端项个数的另外一类

方法是基于某种基函数展开由右端项组成的矩阵，把

基函数当作新的右端项，获得其对应的解后恢复出原

有右端项对应的解 . 展开右端项矩阵的一种实现是采

用傅里叶变换，而 SVD（Singular Value Decomposition）
分解则是另一种可能的实现方式 . 然而，人们仅报道了

这两种实现方式在电尺寸相对较小目标上的性能［20］.
从当前研究看，基于骨元的方法效率高、精度可控，应

用于电大目标宽角度扫描时也能保持较高的效

率［14，21］. 然而该方法的一个问题是，当 N inc 个入射方向

选定后只能恢复出这些选定入射方向对应的解，无法

以精度可控的方式获取其他入射方向上的散射 . 为了

解决这一问题，本文提出一种灵活高效的骨元扫角

算法 .
2 骨元扫角算法的基本框架

骨元扫角算法可用于矩量法、有限元及其他算法，

这里以矩量法为例进行讨论 . 一般，多右端项的矩量法

矩阵方程系统［22］可写为

Z × I (κ ) =V (κ ) （1）
其中，Z 是维度为 N ´N 阻抗矩阵；I (κ )为维度为 N ´

N inc 的待求解矩阵；V (κ )代表维度为 N ´N inc 的右端项

矩阵，其中 N为未知数个数，如RWG（Rao，Wilton，Glis⁃
son）［23］离散时RWG基函数的个数，N inc 为空间采样角

度的个数；κ是用来描述入射激励的参数（对于平面波，

κ为 θ和ϕ，或者是它们的组合）［24］.
基于骨元的宽角度扫描算法分为如下步骤［12］.
（1）首先，对右端项矩阵V (κ )进行低秩分解，即

V (κ ) »Vs(κ ) ×P (κ ) （2）
其中，Nrank 是 V (κ )矩阵的列秩，矩阵 Vs(κ )是维度为

N ´Nrank 的骨元右端项矩阵，矩阵 P (κ )是维度为 Nrank ´

N inc的投影矩阵 . Vs(κ )是由右端项矩阵V (κ )的Nrank个

骨元列向量组成 . 把 Nrank 个右端项对应的入射角度称

为骨元入射角度，对应的入射波称为骨元入射波，一般

将它们简称为入射骨元 .
（2）然后，求解骨元解矩阵 Is(κ )，即

Z × Is(κ ) =Vs(κ ) （3）
其中，Is(κ )是维度为 N ´Nrank 的骨元解矩阵，其中的

Nrank 个列向量对应骨元右端项矩阵的 Nrank 个入射

骨元 .
（3）最后，需要恢复完整的解矩阵 I (κ )，即

I (κ ) = Is(κ ) ×P (κ ) （4）
既可用直接法也可以采用迭代法求解式（3）. 如果

目标电尺寸比较大，通常采用迭代法并使用一些快速

算法加速单个右端项的求解 . 简要地说，算法通过对

V (κ )低秩分解得到骨元右端项矩阵Vs(κ )和投影矩阵

P (κ )，利用迭代法求解出Vs(κ )对应的解矩阵 Is(κ )，然
后通过方程（4）得到完整的解矩阵 I (κ ).

从本质看，式（3）的低秩分解可看成寻找矩阵

V (κ )列秩的过程 . 如果矩阵低秩，则分解必然可行且

精度可控，若矩阵满秩，分解后的矩阵为原矩阵 . 同时，

式（3）和式（4）并未额外引入误差，所以骨元扫角算法

精度可控 . 上述算法需要构造一个右端项矩阵，其维度

为 N ´N inc. 以电尺寸为 D 的三维目标RWG离散为例，

NµD2，而全空间扫角时 N inc µD2，所以右端项矩阵

V (κ )所需内存与D4 成正比 . 为了减小骨元化的开销，

文献［22，25］提出了包括MPI并行在内的一系列算法

来优化骨元扫角算法 .
从式（4）可看出，骨元扫角算法只能恢复出固定

N inc 个角度抽样的散射特性，而偏离这些入射波抽样角

度的解及其散射特性无法通过式（4）精确地获取 . 下面

将讨论本文提出的可获取任意角度抽样的骨元扫角

算法 .
3 任意入射角度的骨元扫角算法

3. 1 基本算法

由低秩分解可知，方程（2）提取的Nrank 个列向量可

看成是矩阵 V (κ )所有列向量所在向量空间的一组基

向量，由这组基向量可构造出矩阵V (κ )所在向量空间

的任何向量 . 换言之，骨元右端项矩阵 Vs(κ )的列向量

可表征V (κ )所表示的列向量空间，其所能达到的精度

就是低秩分解的精度 . 基于上面的认识，可利用 Vs(κ )
来构造任意入射角度对应的右端项向量Vb，即

Vs(κ ) ×C =Vb （5）
其中，C是维度为 Nrank ´ 1的构造矩阵，为待求解值，具

体求解方法将在3. 2节讨论 .
在求出 C 后，将方程（5）两端乘以 Z -1（这里的 Z -1

并不代表算法中需要Z求逆，仅仅是为了便于算法描述

以及公式推导），便可以得到

Z -1 ×Vs(κ ) ×C = Z -1 ×Vb （6）
结合方程（3）可得

Ib = Z -1 ×Vb = Is(κ ) ×C （7）
这样通过 Is(κ )和 C 便可得到 Ib，避免对方程 Vb =

Z × Ib 中列向量的逐个求解 . 上面推导表明，通过式（5）
和式（7）可获取任意入射角度对应的散射特性 . 算法精

度取决于两个方面：一是Vs(κ )是否能完整的表达Vb所

在的空间；二是系数 C的精度 . 根据文献［12］的讨论，

可认为用Vs(κ )表达Vb 精度可控 . 因此，本文骨元扫角

算法的精度主要取决于超定方程（5）的求解精度，将在

3.2节进一步讨论 .
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3. 2 超定方程的求解

从上面的讨论不难看出，与已有的骨元角度扫描

算法相比，本文算法需要求解超定方程（5）. 这里利用

最小二乘法［26］来求解它 . 具体如下：

( )Vs( )κ T ×Vs( )κ ×C =Vs(κ ) T ×Vb(κ ) （8）
由于 Ns 是远小于 N，而式（8）中 (Vs(κ ) T ×Vs(κ ) )是

一个 Ns ´Ns 的满秩矩阵，且对所有待求 Vb 该满阵只需

构造一次，所以使用最小二乘法求解超定方程的开销

很小 .
精度的分析相对而言比较复杂 . 根据文献［27］的

第 3.2节，如果右端项Vb(κ )中各元素相互独立，那么假

定 Vb(κ )中存在高斯噪声误差 (0σ 2 )时，解向量的方差

为 var (C ) = (Vs(κ ) T ×Vs(κ ) ) -1

σ 2. 本文中，Vb(κ ) 中的

各元素由定义在散射体剖分网格单元上的基函数和入

射波决定，由于散射体剖分单元天然受目标体几何形

状的约束而存在内在联系，因此Vb(κ )中的各元素相互

独立的条件很难成立，文献［27］的理论推导对本文仅

有参照意义 . 如果 Vs(κ )存在噪声，很难给出置信度的

闭合表达式 . 为此，本文在第 4节中给出数值实验结果

来说明本文算法精度和置信度 .
4 数值算例

为了验证所提算法，这里给出一些金属目标的矩

量法数值实验 . 所有数值实验都在配有 128 GB内存的

Linux志强服务器上进行 . 计算采用 GMRES（General⁃
ized Minimal Residual Method）迭代器求解单个骨元右端

项获得骨元解矩阵 . 根据RCS（Radar Cross Section）计算

的精度要求设置迭代收敛精度为 1.0´ 10-4 或 1.0´ 10-5.
迭代求解的矩阵向量相乘采用文献［24］提出的 ID-

MLFMA快速算法加速 . 如果适用，所有寻找骨元的计

算都采用文献［24］提出的加速算法加速，其相应的误

差阈值为1.0 ´ 10-4或1.0 ´ 10-5.
寻找骨元入射波过程对算法精度的影响已在文献

［12］给出讨论，这里不复述 . 下面对超定方程的求解进

行一些必要验证后展示算法对复杂电大目标的计算

能力 .
4. 1 求解超定方程

这里的散射体是一个金属无人机模型，如图 1所
示，其最大尺寸为 4.7波长（λ），采用三角形剖分，得到

RWG个数为 12 420. 使用 9层 ID-MLFMA，其中骨元层

与多极子层的过渡层为第 4层 . 入射平面波的 θ固定为

90°，ϕ在[0°180°]范围内变化，抽样步长为 1°，得到 181
个角度抽样 . 将对应的列向量组成的矩阵V (κ )进行骨

元分解得到 27个角度骨元 . 计算中寻找骨元的误差阈

值为 1.0 ´ 10-4，求解骨元解矩阵时GMRES收敛精度为

1.0 ´ 10-4. 设定所感兴趣的角度范围为 θ = 90°，ϕ在

［0.5°，179.5°］范围内变化 . 让抽样步长为 1°，共有不与

V (κ )中任何角度重合的180个角度 .

图 2、图 3和图 4分别给出了超定方程求解的误差、

远场计算误差以及RCS计算结果 . 超定方程计算误差

由各个右端项误差组成，具体计算方式为

εv =
1
N

∑
j = 0

N - 1( )|| vj - || vref
j

2

|| vref 2

mean

（9）

其中，vj和 vref
j 分别为采用式（5）恢复出的和右端项向量

参照值的第 j 个元素； || vref

mean
为参考向量元素模的均

值；N为RWG个数 . 这里参考向量是矩量法的右端项 .
如图 2所示，最小二乘法求解超定方程的方法能达到较

高精度 .

图3中远场误差的计算方式为

εifld =
|| E i - || E ref

i

|| E ref

mean

(i = 012179) （10）
其中，E i 和 E ref

i 分别为第 i个观察方向上远区电场的计

算值和参考值；| × |表示求电场模值操作；| E ref |
mean

为所

图1 无人机模型示意图

图2 通过求解超定方程得到线性组合系数后利用该系数恢复得到

的右端项与原有右端项的误差
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有观察方向上电场模值的均值 . 从图 3可以看出，求解

远区电场的精度较好，与图 2给出的右端项精度基本一

致 . 图 4还给出了使用蛮力求解方式逐点直接计算各

个抽样角度 RCS的结果，结果显示，本文方法得到的

RCS与蛮力求解RCS吻合，与图3的结论一致 .
不难知道，图 2中给出的误差反映了求解超定方程

的误差，图 3则不仅包含了求解超定方程的误差，还包

含了从骨元解向量恢复抽样解向量的误差 . 因此，后者

的误差比前者更大一些，符合预期 .
为了给出本文方法的置信度，表 1给出了无人机模

型计算精度与低秩分解精度对散射场精度的影响 .具
体地，将低秩分解阈值为 1.0 ´ 10-2，1.0 ´ 10-3，1.0 ´ 10-4

时，计算180个点远场值的平均误差 .误差的计算方式为

εavfld =
1

N inc
∑
i = 0

N inc - 1

εifld (N inc = 180) （11）

可以看出，相对低秩分解阈值，远场误差变大约一

个数量级 . 总体而言，本文算法置信度较高 .
表 2给出的求解超定方程所需计算资源显示，求解

超定方程的开销相当小，与矩量法求解过程相比，可忽

略 . 更为重要的是，求解超定方程的峰值内存不会超

过矩量法及寻找骨元的峰值，不会对算法造成负面

影响 .
从算例可看到，本文提出的算法分两个阶段实现

扫角计算：第一阶段，找出骨元并计算出Vs(κ )；第二阶

段，根据入射波角度，求解超定方程得到相应的解向

量 . 第一阶段求解单个解向量的计算量和内存与蛮力

求解的基本相当；第二阶段，由于超定方程（5）中 C 矩

阵规模一般很小，与蛮力求解单个解向量相比，本文算

法在能保证精度的条件下，极大地降低了计算量和内

存需求 .
4. 2 电大尺寸模型计算

为了进一步验证本文所提算法的性能，这里分别

给出一个天线阵列模型和将 4.1节无人机模型放大后

的结果 .
如图 5所示，天线阵列模型由 16 ´ 18 个贴片天线

单元组成，每个贴片天线元件在 x，y和 z轴方向尺寸约

为 0.5，0.7和 0.01λ，阵列整体为 12.1λ，RWG总数达到

202 057. 为简化计算，模型不考虑天线阵列的电介质

基底，于是该模型为开放结构，只能使用电场积分方程

来求解 . 选取V极化的入射波频率为 3.1 GHz，角度范

围为 θ = 90°ϕÎ (0°60°)，角度采用步长 Dϕ =0.1°，得到

601个角度，进行骨元化分解后得到 24个角度骨元 . 待
求解的入射角范围为 θ = 90°ϕÎ（0.05°，59.05°），角度间

隔 Dϕ =0.1°，共计 600个角度抽样 . 在选取的角度范围

内，模型RCS低至 -120 dBsm，本次数值实验属于超低

RCS仿真，所以GMRES算法的收敛精度和骨元分解的

阈值均设置为1.0 ´ 10-5.
无人机模型如图 6所示，但其尺寸增长为 104λ，

RWG总数则达到 1 155 561. 选取V极化的入射波范围

为 θ = 90°ϕÎ (0°60°)，角度间隔 Dϕ =0.1°，得到 601个
角度抽样，进行骨元化分解后有 110个角度骨元 . 待求

表1 低秩分解误差对远场计算的影响

低秩分解阈值

1.0 ´ 10-2

1.0 ´ 10-3

1.0 ´ 10-4

远场平均误差

5.5 ´ 10-1

2.2 ´ 10-2

7.9 ´ 10-3

表 2 无人机模型计算时的计算资源

矩量法计算资源

峰值内存/MB
时间/s

求解超定方程所需计算资源(最小二乘法)
峰值内存/MB

时间/s 阶段一

阶段二

进入迭代前计算资源

229.4
27.5

2.7
1.6 ´ 10-2

3.3 ´ 10-4

求解单个右端项(GMRES)
10.4
14.1

图3 远场计算的误差

图4 RCS计算的计算结果
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入射角范围为 θ = 90°ϕÎ（0.05°，59.95°），角度间隔

Dϕ =0.1°，共计 600个角度抽样 . GMRES算法的收敛精

度和骨元分解过程的精度均设置为1.0 ´ 10-4.
图 5和图 6显示，两个模型 RCS的计算结果与蛮

力结果吻合得很好 .天线阵列模型远场相对均方根

误差为 3.1 ´ 10-3，无人机模型为 8.7 ´ 10-3.这两个算例

说明了超定方程的引入并没有带来不可接受的精度损

失 . 表 3和表 4给出了计算使用的资源 . 表中数据显

示，求解超定方程所需资源与整体求解过程相比，可

忽略 .

5 结论

本文基于骨元技术提出一种灵活的扫角算法 . 通
过最小二乘法求解超定方程来获取任意角度抽样对应

右端项 . 数值算例表明，超定方程的引入和求解不会对

已有的骨元算法框架带来不利影响 . 对超低RCS目标

以及电大目标的仿真实验表明，提出的算法可精确、高

效地完成角度扫描 . 本文算法既可用于复杂目标电磁

散射特性研究的精确分析与预测，也可为新体制雷达

的理论研究和工程开发提供有力支撑 .
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